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Анотація. Обгрунтовано математичну модель дільничної електромережі шахти з використанням ме-
тоду змінних стану, яка дає змогу аналізувати перехідні процеси при виникненні витоку струму на землю до 
моменту захисного відключення мережі та під час вибігу асинхронних двигунів гірничих машин, а також вра-
ховувати схему апарата захисту від витоків струму на землю.
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ЭЛЕКТРОСЕТИ УЧАСТКА ШАХТЫ ПРИ УТЕЧКЕ ТОКА НА ЗЕМЛЮ 

Анотація. Обоснована математическая модель участковой электросети шахты с использованием ме-
тода переменных состояния, которая позволяет анализировать переходные процессы при возникновении уте-
чки тока на землю до момента защитного отключения сети и во время выбега асинхронных двигателей гор-
ных машин, а также учитывает схему аппарата защиты от утечек тока на землю.
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Актуальність проблеми та її зв’язок з
прикладними задачами. Типова електроме-
режа дільниці шахти включає вибухобезпеч-
ну знижувальну трансформаторну підстан-
цію (потужністю до 1600 кВА), до якої ме-
режею силових кабелів через комутаційні 
апарати приєднані вибухозахищені асин-
хронні електродвигуни (одиночною потуж-
ністю до 400 кВт) привода вугледобувного 
обладнання (комбайна, конвейера, лебідки,
маслостанції тощо). При експлуатації імові-
рність пошкодження ізоляційних елементів 
електрообладнання (особливо – силових 
гнучких кабелів) досить високо [1], що може 
спричинити виникнення витоку струму на 
землю через опір тіла людини.

Підвищення потужності електропривода 
гірничих машин, збільшення рівня напруги 
живлення до 3,3 кВ вимагають розробки пе-
рспективних засобів захисту дільничних 
електромереж шахт від аварійних режимів,
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зокрема від витоків струму на землю, що 
обумовлює актуальність більш точного роз-
рахунку відповідних перехідних процесів [3].  

Відомі дослідження та публікації. Пе-
рехідні процеси при витоках струму на зем-
лю в дільничних електромережах шахт до-
сліджуються в роботах В. С. Дзюбана, В. П.
Колосюка, Р. М. Лейбова, Я. С. Римана, Ф.
П. Шкрабця та багатьох інших вчених. Зок-
рема, в [1] наведено приблизні аналітичні 
вирази для обчислення складових струму ви-
току, що протікають через опір тіла людини 
до захисного відключення мережі та під час 
вибігу двигунів, отримані без урахування 
оперативного струму апарата захисту від ви-
токів струму на землю та параметрів його 
схеми заміщення (враховано лише індуктив-
ність компенсатора), активно-індуктивних 
опорів жил кабелів, зміни частоти ЕРС вибі-
гу двигунів. В роботі [6] разраховується кі-
лькість електроенергії, що пройшла через 
опір тіла людини після захисного відклю-
чення мережі, причому зниження напруги в
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мережі характеризується середньозваженою 
сталою часу затухання ЕРС вибігу двигунів,
що не враховує рівень механічного наванта-
ження кожного з двигунів під час вибігу.

Таким чином, у відомих дослідженнях 
перехідні процеси під час витоку струму на 
землю в електромережі дільниці шахти оці-
нюються приблизними аналітичними залеж-
ностями, які недостатньо враховують конфі-
гурацію мережі, параметри та режими функ-
ціонування елементів.

Постановка задачі. Обгрунтування ма-
тематичної моделі електромережі дільниці 
шахти за наявності витоку струму на землю.

Основний матеріал та результати до-
сліджень. Розглянемо дільничну електроме-
режу шахти, що включає трансформаторну 
підстанцію УТП1 (КТПВ-1000/6-1,2, облад-
нану апаратом захисту від витоків струму в
землю АЗУР-4), до якої кабелем К1 (КГЭШ 
3x25 довжиною 150 м) приєднано асинхрон-
ний двигун М1 (ЭДКОФВ315М4, обмотка 
статора з'єднана за схемою «зірка», момент 
навантаження – типу «різання», коефіцієнт 
завантаження kз =0,1 в.о., коефіцієнт інерції 
навантаження kJ =3 в.о.). Схема заміщення 
такої мережі (рис. 1) складена за наступних 
припущень:

a) у фазах вторинної обмотки силового 
трансформатора УТП1 (для яких враховано 
активні опори xtrR та індуктивності xtrL , де 
х = A, B, C – позначення фази) наводяться 
симетричні ЕРС Uх;

б) розподільчий пристрій низької напру-
ги підстанції включає автоматичний вими-
кач, комутації якого моделюються одночас-
ною дискретною зміною величин активного 
опору фаз xQFR при незмінній схемі замі-
щення (ввімкненому стану відповідає пере-
хідний опір замкнених контактів, відключе-
ному – опір ізоляції між розведеними конта-
ктами), для якого враховано активні опори 
міжфазної ізоляції trABR − trCAR ;

в) схема АЗУР-4, що приєднаний дросе-
лем з активними опороми xdrR та індуктив-
ностями xdrL фаз до вихода автоматичного 
вимикача трансформаторної підстанції,
включає компенсуючий дросель ( kL , kR ), 
ємність pC , яка забезпечує функціонування 

останнього за умови накладання на мережу 
постійного оперативного струму від джерела 

opU з внутрішнім опором opR [1], елемент 
реагування з опором 5R та допоміжні ком-
поненти;

г) силові кабелі розглядаються як елеме-
нти із зосередженими параметрами, для яких 
враховано: активні опори та індуктивності 
жил, які для кожної фази розділені на дві рі-
вні частини ( xikR та xikL відповідно,
і = 1,2); ємності xizС та активні опори xizR
ізоляції фаз відносно землі; активні опори 
міжфазної ізоляції kABR − kCAR ;

д) виникнення витоку струму на землю в
фазі А гнучкого кабеля (через пошкодження 
ізоляції та доторкання людини) моделюється 
дискретною зміною опору резистора izАR від 
нормального опору ізоляції фази (прийнято 1 
МОм) до опору тіла людини (1 кОм), що за-
безпечує незмінність структури схеми замі-
щення мережі під час моделювання;

е) опір контура «земля» прийнято нульо-
вим;

ж) асинхронний двигун подано керова-
ними напругою (що знімається з резисторів 

xR′ ) джерелами струму xyI , причому враху-
вання вихідного опору останніх резисторами 

xyR дозволяє виключити особливості графа 
у вигляді перетинів, що містять лише джере-
ла струму (тобто забезпечує охоплення дере-
вом графа всіх вузлів схеми заміщення) [4]. 

Дерево графу для схеми заміщення ме-
режі (рис. 1) утворюють Np = 38 ребер 
(b1 - b38, виділені на схемі заміщення), до 
яких відносяться: незалежні джерела напру-
ги (кількість NU = 4), ємнісні (NCp = 6), резис-
тивні (NRp = 25) та індуктивні ребра (NL p = 3), 
керованих джерел напруги в схемі заміщення 
нема (NUy = 0). Доповнення дерева графу 
складається з Nx = 26 хорд (b39 – b64), резис-
тивних (NRx = 13) та індуктивних (NLx = 10)
хорд і керованих джерел струму (NIy = 3). 
Ємнісних хорд і неза-лежних джерел струму 
в схемі заміщення нема (NCx = 0 та NI = 0).  

З матриці інциденцій для такої схеми 
заміщення можна отримати матрицю голо-
вних перетинів [4]:  
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Рис. 1. Схема заміщення дільничної електромережі, що розглядається 
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де підматриці 2F , 7F , 17F , 22F , 23F , 25F , 26F
є нульовими через припущення про відсут-
ність відповідних особливостей графу.

Математична модель системи являє со-
бою сукупність залежностей, що описують 
RLC-коло, двигунне навантаження та їх вза-
ємозв’язок.

Резистивним елементам відповідає сис-
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де pR , xR – відповідно діагональні матриці 
опорів резистивних ребер та хорд.

Позначивши 
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з системи (2) отримаємо рівняння струмів 
резистивних елементів:

уинирез ХВXBXBI ⋅+⋅+⋅= 321 , (4) 
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де Т
RRрез xp

III ][= – вектор струмів резис-

тивних ребер та хорд; T
LC xp

IUX ][= – век-

тор змінних стану RLC-кола (напруг на ємні-
сних ребрах та струмів індуктивних хорд); 

T
ни IUX ][= , Т

уиуиуи IUX ][= – відповід-
но вектори незалежних та керованих джерел 
живлення; 1B - 3B – матричні коефіцієнти,
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де pC , xC – діагональні матриці ємностей С

ребер та хорд відповідно; pL , xL – матриці 
індуктивностей L ребер та хорд відповідно.
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отримаємо рівняння стану RLC-кола 

уини XAXAXAX
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Систему диференційних рівнянь, що 
описують симетричний асинхронний двигун 
з короткозамкненим ротором без урахування 
насичення [8], в системі координат abc мож-
на подати у матричній формі:
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причому 
srrs kLRb =1 ; srmr kLRb =2 ; srms kLRb =3 ;

srsr kLRb =4 ; srrkLb =5 ; srmkLb =6 ; (15) 

srskLb =7 ; )/(5,0 2
mrssr LLLk −= .

У загальному випадку за наявності в си-
стемі n асинхронних двигунів рівняння їх 
стану є лінійною комбінацією диференцій-
них рівнянь (12): 

глглглглглглгл UHSGIFI
dt
d

⋅+⋅+⋅= , (16) 

де T
abcabcгл n

III ][
1

K= – вектор змінних 

стану n двигунів; T
nгл SSS ][ 1 K= – век-

тор-функція від елементів глI ;
T

abcabcгл n
UUU ][

1
K= – вектор фазних 

напруг на статорах усіх двигунів; глF , глG ,

глH – матричні коефіцієнти,
}{ 1 nгл FFdiagF K= ;

}{ 1 nгл GGdiagG K= ; (17) 
}{ 1 nгл HHdiagH K= .

Кожний асинхронний двигун представ-
ляється на схемі заміщення трьома керова-
ними джерелами струму, що відповідають 
струмам еквівалентної «зірки» статорної об-
мотки та є першими трьома компонентами 
вектора abcI ( уАI = sai , уВI = sbi , уСI = sci ). Для 
зіставлення сукупного вектора струмів дви-

гунів глI , що розраховується за рівнянням 
(16), та вектора струмів керованих джерел 
струму уиI скористаємося залежністю 

глуи IGI ⋅= 11 , (18) 

де 11G – матриця підключення двигунів за 
струмом, кількість рядків якої відповідає кі-
лькості джерел струму, а кількість стовпчи-
ків дорівнює 7n (розмір вектора глI ); на пе-
ретині рядка, що відповідає джерелу струму 

yAI , уВI або уCI конкретного двигуна та 
стовпчика, що визначає струм відповідної 
фази статора цього ж двигуна ( sai , sbi , sci )
проставляється значення схемного коефіціє-
нта kсх (kсх =1 при з’єднанні обмоток статора 
за схемою «зірка», kсх = 3 при схемі «три-
кутник»), інші елементи дорівнюють нулю.

Приймемо припущення про відсутність у
схемі заміщення системи керованих джерел 
напруги, тоді виконується залежність 

глуиуи IGIX ⋅== 11 . (19) 
Враховуючи в (11) останню залежність 

та позначивши 11324 GAG ⋅= , маємо 

глни IGXAXAX
dt
d

⋅+⋅+⋅= 2421 . (20) 

Фазні напруги з вектора abcU , що при-
кладаються до еквівалентної «зірки» статора 
двигуна, знімаються з високоомних резисто-
рів AR′ – CR′ ( sau знімається з AR′ , sbu – BR′ ,

scu – CR′ ) та визначають струми керованих 
джерел уАI – уСI за диференційним рівнян-
ням (12). Залежність вектора напруги на об-
мотках статорів двигунів системи глU від 
вектора напруги на резистивних елементах 
резU встановлюється залежністю 

резгл IRGU ⋅⋅= 12 , (21) 

де }{ xp RRdiagR = – матриця активних 

опорів схеми заміщення; 12G – матриця під-
ключення двигунів за напругою, її елементи 
знаходяться на перетині рядка, який відпові-
дає шуканій напрузі статора двигуна ( sau ,

sbu або scu ), та стовпчика, що кореспонду-
ється з напругою на відповідному резисторі 
схеми заміщення цього ж двигуна ( AR′ , BR′
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або CR′ ), дорівнюють kсх, інші елементи є
нульовими.

Враховуючи у залежності (21) рівняння 
(4) та (19), отримаємо 

глнигл IGGXGXGU ⋅⋅+⋅+⋅= 11171615 , (22) 
де 11415 BGG ⋅= ; 21416 BGG ⋅= ; 31417 BGG ⋅= ;

RGG ⋅= 1214 .
Врахувавши залежності (22), з (16) має-

мо:

ниглгл

глгл

XGSG

IGXGI
dt
d

⋅+⋅+

+⋅+⋅=

20

2319 , (23) 

де 1519 GНG гл ⋅= ; 111723 GGНFG глгл ⋅⋅+= ;

1620 GНG гл ⋅= .
Об’єднаємо диференційні рівняння стану 

RLC-кола (20) та асинхронних двигунів (23) 
в єдине диференційне рівняння стану 
системи:

( ) ,,

321

tXf

XLSLXLX
dt
d

гл

ниглглгл

=

=⋅+⋅+⋅=
(24) 

де T
глгл IXX ][= – вектор змінних стану 

RLC-кола та асинхронних двигунів; 1L , 2L ,

3L – матричні коефіцієнти, причому 









=

2319

241
1 GG

GA
L ; 








=

глG
L

0
2 ; 








=

20

2
3 G

A
L . (25) 

Диференційне рівняння стану системи 
(24) можна вважати жорстким, оскільки сталі 
часу електричних та механічних перехідних 
процесів суттєво відрізняються. З метою йо-
го чисельного розв’язання скористаємося 
методом Гіра з використанням вектора Нор-
дсіка [5, 7, 9], який полягає в наступному.
Для -ї компоненти )(rx вектора глХ

( Nr ,1= , де N=NCp+NLx+7n) формується век-
тор Нордсіка, що має k,0 елементів:

Tk
r

k

rr
r

k
xh

xhxZ










 ⋅
′⋅=

!

)(
)(

)()(
)( K , (26) 

де k – порядок метода Гіра; h – величина 
кроку за часом; )(

)(
k
rx – k-та похідна від )(rx .

Об’єднаємо вектори Нордсіка (26) для 
N,1 змінних стану системи у матрицю:

][ )()()1( Nr ZZZZ KK= . (27) 
Припустимо, що q − номер поточної то-

чки, для якої матриця Z відома:
][ )()()1( N

q
r

qqq ZZZZ KK= , (28) 

де )(r
qZ – вектор Нордсіка в точці q для r-ї

змінної стану.
Початкове наближення ( j =0) вектора 

Нордсіка на кроці q+1 для r-ї змінної стану 
визначається за допомогою канонічного рів-
няння прогнозу [5]: 

)()(0
1

r
qП

r
q ZZZ ⋅=+ , (29) 

де ПZ – трикутна матриця Паскаля.
Об’єднуючи вектора )(0

1
r

qZ + для Nr ,1=
змінних в матрицю (27), отримаємо початко-

ве наближення матриці Z на кроці 1+q :

][ )(0
1

)(0
1

)1(0
1

0
1

N
q

r
qqq ZZZZ ++++ = KK . (30) 

Подальші j+1 наближення вектора Норд-
сіка для r-ї змінної стану на кроці q+1 визна-
чаються за допомогою канонічного рівняння 
корекції [5] 

k
rj

q
rj

q
rj

q CFZZ ⋅+= ++
+
+

)(
1

)(
1

)(1
1 , (31) 

де )(
1
rj

qF + – скалярна функція корекції; kC –
вектор коефіцієнтів, що залежить від поряд-
ку k метода Гіра ( TC ]3/113/2[2 = ;

TC ]11/111/6111/6[3 = ). 

Об’єднаємо вектори )(
1
rj

qZ + в матрицю:

][ )(
1

)(
1

)1(
11

Nj
q

rj
q

j
q

j
q ZZZZ ++++ = KK . (32) 
Значення скалярної функції корекції 
)(

1
rj

qF + визначаються як r-та компонента век-

торної функції корекції j
qF 1+ :

]),([

)],(1[
)(
11

)(
1

1
1

)(
111

j
qq

j
q

q
j

qf
j

q

dtXfh

tXJbhF

+++

−
++−+

−⋅×

×⋅⋅−=
, (33) 

де 1−b – перший елемент вектора коефіцієн-
тів kC (при k=2  1−b =2/3, при k=3  1−b =6/11); 

),( 1
)(
1 ++ q

j
q tXf , ),( 1

)(
1 ++ q

j
qf tXJ – відповідно зна-
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чення правої частини диференційного рів-
няння (24) та матриці Якобі від неї при j-й
ітерації на кроці q+1, тобто в точці )(

1
j

qX + в

момент 1+qt , причому вектор )(
1

j
qX + дорівнює 

першому рядку матриці 
j
qZ 1+ ; )(

1
)(
1

j
q

j
q Xhd ++ ′⋅=

– другий рядок матриці 
j
qZ 1+ .

Для зміни величини кроку інтегрування 
h до величини hh α=ˆ використовується за-
лежність 

)()( )(ˆ rr ZZ ⋅Λ= α , (34) 
де )(rZ , )(ˆ rZ – вектори Нордсіка для -ї
компоненти )(rx вектора глХ при кроках ін-

тегрування h та hh α=ˆ відповідно; )(αΛ –
діагональна матриця,

}1{)( 2 kdiag αααα K=Λ . (35) 
Для розрахунку перехідних процесів у

дільничній електромережі шахти згідно з на-
веденим методом авторами розробляється 
прикладна комп’ютерна програма 
MinePowerNet. Зокрема, для схеми заміщен-
ня (рис. 1) отримано розрахункові криві, які 
характеризують перехідний процес при ви-
никненні витоку струму на землю через опір 
тіла людини 1кОм в момент t1 (рис. 2). В мо-
мент t2 контрольований параметр (напруга на 
резисторі R5) апарата АЗУР-4 перевищує 
уставку (Uср=2,4 B), що спричиняє видачу 
команди на захисне відключення дільничної 
підстанції, після чого струм у колі витоку 
підтримує затухаюча ЕРС вибігу двигунів 
[2]. При цьому використовувався метод Гіра 
другого порядка зі змінним кроком, величи-
на якого не перевищувала 1·10-4 с.

Висновки та напрямок подальших до-
сліджень. Обгрунована математична модель 
електромережі дільниці шахти у змінних 
стану як матричне диференційне рівняння у
формі Коші, що дозволяє досліджувати пе-
рехідні процеси, зокрема, при витоку струму 
на землю, а також моделювати функціону-
вання відповідного апарата захисту. Для чи-
сельного інтегрування вказаного рівняння 
доцільно застосовувати метод Гіра при вико-
ристанні вектора Нордсіка. З метою спро-
щення розрахунків авторами розробляється 
прикладна комп’ютерна програма. В ході 

Рис. 2. Розрахункові криві:
а – струм витоку на землю; б – напруга на 
реагуючому елементі АЗУР-4 (резисторі R5); 

в – фазна напруга статора двигуна 

подальших досліджень доцільно розширити 
можливості програми за рахунок аналізу пе-
рехідних процесів при виникненні коротких 
замикань в електричній мережі дільниці ша-
хти.

Матеріали статті можуть зацікавити нау-
ковців у галузі гірничої електротехніки та 
організації, що займаються проектуванням 
гірничого електрообладнання та засобів за-
хисту.
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