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ОПТИМИЗАЦИИ С ПЕРЕМЕННЫМИ ВЕСОВЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 
Аннотация. На примере двухмассовой системы модального управления скоростью исследовано влияние 

формы и параметров функций принадлежности на динамические показатели системы. На основе многокри-
териальной оптимизации с переменными весовыми коэффициентами найдены оптимальные значения параме-
тров каждой из исследуемых функций принадлежности. Проведено сравнение  полученных результатов с ре-
зультатами при настройке системы на форму Батерворта и бином. 
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Синтез оптимальних керуючих впливів є 
одним з основних завдань керування техно-
логічними процесами. Дослідженню оптима-
льного керування з елементами нечіткої ло-
гіки присвячено багато робіт, зокрема [9], в 
якій введено і розглянуто нечіткі завдання 
оптимального управління за допомогою ди-
намічного програмування. В [9] представле-
но критерій оптимальності для нечіткого 
оптимального керування очікуваним значен-
ням моделі. Критерій забезпечував необхідні 
умови для існування оптимального керуван-
ня, а також достатні умови, якщо цільова 
функція була опуклою або увігнутою. Опти-
мальне керування може бути отримане з 
розв’язку рівняння оптимальності. Проте, 
такий  критерій  оптимальності,  як  правило, 
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не має аналітичних розв’язків, за винятком 
деяких спеціальних випадків. 

Теорія нечітких множин широко засто-
совується для розв’язання задач багатокри-
теріальної оптимізації та задач синтезу регу-
лятора. Зокрема, в [7] використано метод 
розв’язку задач синтезу нелінійного регуля-
тора з нечіткими обмеженнями та чіткими 
цілями з застосуванням методу рівнів зрізу. 
В [8] задачу з нечіткими обмеженнями тран-
сформовано в класичну задачу оптимізації у 
дещо іншій формі – кінцевий розв’язок ви-
значається завдяки підходу граничної опти-
мізації. Незважаючи на значну кількість 
праць присвячених нечіткій оптимізації, є 
небагато досліджень щодо використання 
теорії нечітких множин для визначення до-
пустимих точок в задачах з обмеженнями. 
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Розглянемо (рис. 1) класичну систему 
керування швидкістю за повним вектором 
станів [1]. На її основі побудуємо модель 
двомасової системи, що складається з двох 
підсистем. Для забезпечення плавного пере-
микання між підсистемами та усунення ков-
заючих режимів застосовано функцію нале-
жності як вагову функцію впливу кожної з 
підсистем на траєкторії руху всієї системи. 

 
Рис. 1. Схема системи модального  

регулювання швидкістю 
Оскільки мова йде про систему, що 

складається лише з двох підсистем, то немає 
сенсу розглядати випадки внутрішніх функ-
цій належності (трапецієвидної, Гауса тощо). 
Тому при проводенні досліджень було роз-
глянуто лише випадки зовнішніх фунцій на-
лежності, а саме L функції, сігмоїдальної 
функції та функції запропонованої в статті 
[2] та дослідженої в статтях [4, 5]. 

Під якісними показниками функціону-
вання системи тут розумітимемо значення 
інтегральних показників якості 
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де ( )e t  – похибка між значенням заданого 
вхідного сигналу та його вихідним значен-
ням. 

Для того щоб оцінити якість функціону-
вання системи (рис. 1) на основі багатокри-
теріальної оптимізації обчислимо узагальне-
ний інтегральний показник якості 
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де коефіцієнти γj можна визначити або мето-
дом Парето–оптимальних рішень або експе-
ртним чином. Покладемо γj = 0,25, 1..4j = . 

Для проведення дослідження в Simulink 
було побудовано модель системи, що зобра-
жена на рис. 2. 

 
Рис. 2. Модель системи в Simulink 

Тут коефіцієнти k11_1, k12_1, k13_1 відпові-
дають налаштуванню системи на біноміаль-
ну форму та визначаються за формулами 
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а коефіцієнти k11_2, k12_2, k13_2 відповідають 
налаштуванню на стандартну форму Батер-
ворта і можуть приймати значення 
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де ω0 = 4 – значення середньогеометричного 
кореня, 1 2, ,M M CT T T  – коефіцієнти, що харак-
теризують систему. Їх описано в [1]. 

У функції MATLAB Function реалізовано 
досліджувані функції належності, а саме: 

1) функцію належності типу L (напри-
клад [3]) 
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що зображена на рис. 3, а 

 

а 

 
б 

Рис. 3. Функції належності: 
а – ( ); ,L x a b ; б – ліва сігмоїдальна 

Параметри α та β визначають границі 
полярних значень похибки, що відповідають 
випадкам функціонування лише стійкої або 
нестійкої підсистем відповідно;  

2) ліву сігмоїдальну функці (наприклад 
[6]) 
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Графік цієї функції зображено на 
рис. 3, б. Параметр β визначає похибку, при 
якій функція належності дорівнює 0,5, а 
параметр a  задає ступінь нахилу графіка 
функції належності в точці ( ); , 0.5xm a b = ; 

3) параметризовану функцію належності 
(див. [2, 4, 5]) 
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Графік цієї функції показано на рис. 4. 

 
Рис. 4. Графік параметризованої функції 

належності: 1 – 2, 0,5= =a b ; 
2 – 2, 0,9;= =a b  3 – 4, 0,1;= =a b  

4 – 1a = ; 5 – 0,5, 0, 2= =a b  

Тут параметри c та b відповідають гра-
ниці полярних значень похибки, параметр α 
задає ступінь нахилу графіка функції, а β – 
точка перегину кривої (див. [4]). З рис. 4 ба-
чимо, що зміна параметрів α та β приводить 
не лише до зсуву або масштабування графіка 
функції належності, а й до зміни її форми. 
Зокрема, при α = 1 отримаємо частковий ви-
падок функції (5). 

Сформуємо оптимальну траекторію сис-
теми з максимально можливою, при прийня-
тих умовах, швидкодією, за умови, що нема 
перерегулювання. У цьому випадку, якщо 
похибка велика, то визначальний вплив ма-
тиме керування отримане при налаштуванні 
системи на стандартну флорму Батерворта. 

Використовуючи модель з рис. 2 було 
проведено моделювання поведінки системи з 
кожною з наведених функцій належності для 
різних значень параметрів цих функцій. При 
моделюванні значення вхідного сигналу бу-
ло покладене рівним одиниці. Функцію L 
досліджували  для [ ]0,1a Î , ( ],1b aÎ  з кро-
ком 0,01 для кожного з параметрів незалеж-
но. 
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На рис. 5 наведено залежність досліджу-
ваного інтегрального показника якості (2) від 
параметрів фуекції належності. 

 
Рис. 5. Залежність значення інтегрального 

показника якості (2) системи від параметрів 
функції належності (5) 

Крім того, залежно від значень парамет-
рів функції належності змінюється також 
величина максимального перерегулювання 
та значення інтегральних показників якості 
(1) системи, причому характери зміни цих 
показників та інтегрального показника якості 
(2) подібні. Це справедливо для всіх дослі-
джуваних уцій статті функцій належності.  

З проведених обчислень було визначено, 
що система працює оптимально у разі зна-
чень α = 0,48, β = 0,5. При цьому максималь-
не перерегулювання дорівнює 1,017 (заданий 
рівень функціонування 0,988), час входже-
ння в 5 %-ну зону – 0,970 с. 

На рис. 6 наведено траекторії руху сис-
теми у випадку налаштування на стандартну 
форму бінома, форму Батерворта та з вико-
ристанням функції належності (5) з оптима-
льними та не оптимальними параметрами, а 
на рис. 7 траекторії руху системи у випадку 
налаштування на стандартну форму бінома, 
форму Батерворта, з використанням функції 
належності (5) з оптимальними параметрами 
та траекторія руху системи у випадку сталих 
вагових коефіцієнтів ( 1 21l l= - ). 

Тут і надалі моделювання системи про-
водилось з моменту часу t = 0, але для зруч-
ності у великому масштабі подано лише ті 
частини траекторії системи які найкраще 
відображають особливості досліджуваного 
перехідного процесу. Бачимо, що у разі кла-
сичного підходу при 1 21 constl l= - =  отри-
маємо оптимальне управління, яке формува-
тиме траєкторію, що лежатиме в області, 
обмеженій траєкторіями руху системи у ви-

падку налаштування на форму Батерворта та 
біном (рис.7).  При запропонованому підході 
траєкторія зміни координати (рис.6) форму-
ється з участків траекторій руху системи 
налаштованої на форму Батерворта та біном, 
а перехід з однієї на іншу визначається фор-
муванням функції належності ( )xm . 

 
Рис. 6. Результати моделювання системи 

залежно віл налаштування: 
1 – форма Батерворта; 2 – L(u; 0,1, 0,5); 

3 – L(u; 0,48, 0,5) (оптимальна траєкторія); 
4 – L(u; 0,2, 0,8); 5 – L(u; 0,6, 0,9); 6 – біном 

 
Рис. 7. Результати моделювання системи при 
класичному підході, та при керуючих впли-

вах, що відповідають налаштуванню системи 
1 – на стандартну форму Батерворта; 

2 – L (u; 0,48; 0,5); 3 –λ1=0,3; 
  4 – λ1=0,5;  5 – λ1=0,7; 6 – біном 

 
Рис. 8. Зміна значень вихідного сигналу ре-
гуляторів: 1 – uБат(t); 2 – uопт(t); 3 – uбін(t)  
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Зміну значення вихідного сигналу регу-
лятора для випадку оптимальних параметрів 
функції належності 
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а налаштування на стандартну форму Батер-
ворта та біном зображено на рис. 8. Якщо на 
проміжні координати буде накладено деякі 
обмеження,  то ці обмеження входитимуть в 
узагальнений інтегральний показник якості 
(2) і значення переметрів α та β, а отже і ви-
хідний сигнал регулятора, відрізнятимуться 
від наведених тут. 

Подібне моделювання поведінки систе-
ми було проведено і у випадку лівої сігмої-
дальної функції належності. Для цієї функції 
було покладено [ ]0,5, 5,0Îa  з кроком 0,05, 

[ ]0,0,1,0Îb  з кроком 0,01. 

 
Рис. 9. Залежність значення інтегрального 

показника якості (2) системи від параметрів 
функції належності (6) 

Як і в попередньому випадку для визна-
чення оптимальних значень функції належ-
ності було обчислено значення інтегрального 
показника якості (2), див. рис. 9.  

Тоді одержимо, що система працює оп-
тимально у разі 5,0, 0,29= =a b  (рис. 10 та 
11). При цьому максимальне перерегулю-
вання дорівнює 1,026, час входження в 5 % -
ну зону – 0,969 с. 

Зміну вихідного сигналу регулятора та 
самого регулятора для випадку оптимальних 
параметрів функції належності та налашту-
вання на стандартну форму Батерворта та 
біном показано на рис. 11. 

Дослідимо тепер вплив параметрів пара-
метризованої функції належності на якісні 
показники функціонування системи. У випа-

дку цієї функції [ ]0,5, 5,0Îa  і змінюється з 

кроком 0.05, а [ ]0,1, 0,9Îb  і змінюється з 
кроком 0,01. 

 
Рис. 10. Результати моделювання системи 

у випадку налаштування на1 – форму 
Батерворта; застосування лівої сигмоїдальної 

функції з параметрами 2 – α=5,0, β=0,29 
(оптимальна траекторія); 3 – α=5,0, β=0,9; 
4 – α=1,0, β=0,1 5 – α=3,0, β=0,3; 6 – біном 

 
Рис. 11. Зміна значень вихідного сигналу 

регуляторів: 1 – uБат(t); 2 – uопт(t); 3 – uбін(t). 
На рис. 12 показано характер зміни інте-

грального показника якості (2). Одержимо, 
що система працює оптимально α=5,0, 
β=0,54 (рис. 13). При цьому значення віднос-
ного максимального перерегулювання дорів-
нює 1,018, час входження в 5 %-ну зону 
0,970 с. 

 
Рис. 12. Залежність узагальненого 

інтегрального показника якості системи від 
параметрів функції належності (7) 
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Рис. 13. Результати моделювання 

системи у випадку застосування 
параметризованої функції з параметрами: 

1 – α=4,5, β=0,9; 2 – α=3,0, β=0,8; 
3 – налаштування на форму Батерворта 

4 – α=5,0, β=0,54; (оптимальна траекторія); 
5 – α=1,0, β=0,5; 6 – біном 

Такий характер поведінки системи пояс-
нюється тим, що при значеннях параметрів 
α=4,5, β=0,9 та α=3,0, β=0,8 у верхній точці 
траекторії відбувається переключення на 
біном який плавно наближає траєкторію сис-
теми до області робочої точки. 

 
Рис. 14. Зміна значень вихідного сигналу 

регуляторів: 1 – uБат(t); 2 – uопт(t); 3 – uбін(t). 
Зміни вихідного сигналу регулятора для 

випадків оптимальних параметрів функції 
належності, налаштуванні на стандартну фо-
рму Батерворта та біном показано на рис. 14. 

Враховуючи мінливість форми функції 
належності наведено графік цієї функції з 
оптимальними параметрами (рис. 15). 

На підставі проведених розрахунків ви-
значено кількісні переваги використання 
досліджуваних функцій належності (див. 
табл. 1 і 2) та порівняно застосування дослі-
джуваних функції з відповідними оптималь-
ними параметрами з випадком коли система 
налаштована лише на біноміальну форму. 

 
Рис. 15. Графік 1 – функції належності (7) 
( );5,0,54xm ; 2 – графік функції ( )1 ;5,0,54x- m  

Через max позначено максимальне пере-
регулювання, 5%t –  час входження в 5-ну %  
зону, t – час першого досягнення заданого 
рівня функціонування. 

1. Порівняння показників використання 
досліджуваних функцій належності при  
відповідних оптимальних параметрах  

налаштування на біном 

П 
Фун-
кція L 

(L) 

Ліва 
сигмої-
дальна 

(Л) 

Пара-
метри-
зована 

(П) 

Біном 
(Бін) L/Бін Л/Бін П/Бін 

1I  0.419 0.423 0.419 0.522 0,803 0,810 0,803 

2I  0.105 0.107 0.105 0.176 0,597 0,608 0,597 

3I  0.580 0.590 0.581 0.789 0,735 0,748 0,736 

4I  0.254 0.266 0.254 0.465 0,546 0,572 0,546 
I  0.339 0.347 0.340 0.488 0,695 0,711 0,697 
5%t с 0.970 0.969 0.970 1.662 0,584 0,583 0,584 

max 1.017 1.026 1.018 0.988 1,029 1,038 1,030 
 
З наведених в таблицях результатів вид-

но, що використання даного підходу практи-
чно у всіх випадках забезпечує зменшення 
інтегральних показників якості  порівняно з 
класичним налаштуванням на стандартні 
форми Батерворта та біноміальну. При цьо-
му використання функції належності типу L  
максимальне перерегулювання дорівнює 
1,017, а час входження в 5 %-ну зону 0,970 с. 
Результати моделювання системи при засто-
суванні параметризованої функції належнос-
ті практично не відрізняються від попере-
дніх,  а от ліва сигмоїдальна функція як вид-
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но з табл. 1 та 2, найгірша з трьох досліджу-
ваних, проте і вона забезпечує виграш у по-
рівнянні з випадком, коли система налашто-
вана лише на біноміноміальну чи форму Ба-
терворта. 

Отже, у роботі запропоновано критерій, 
на відміну від класичного буде формуватися 
як набір окремих критеріїв, вага яких буде 
змінюватись залежно від стану об’єкта та 
вимог технологічного процесу.  

2. Порівняння показників ефекту 
використання досліджуваних функцій 

належності при відповідних оптимальних 
параметрах і налаштування на форму 

Батерворта 

П 
Фун-
кція L 

(L) 

Ліва 
сигмої-
дальна 

(Л) 

Пара-
метри-
зована 

(П) 

Бате-
рворт 
(Бат) 

L/Бат Л/Бат П/Бат 

1I  0.419 0.423 0.419 0.419 1,000 1,010 1,000 

2I  0.105 0.107 0.105 0.106 0,991 1,009 0,991 

3I  0.580 0.590 0.581 0.604 0,960 0,977 0,962 

4I  0.254 0.266 0.254 0.299 0,849 0,890 0,849 
I  0.339 0.347 0.340 0.357 0,950 0,972 0,952 
5%t с 0.970 0.969 0.970 1.420 0,683 0,682 0,683 

max 1.017 1.026 1.018 1.069 0,951 0,960 0,952 

Дослідження проведено на прикладі 
двомасової систем, що складається з двох 
стійких підсистем. Перехід між підсистема-
ми відбувається завдяки застосуванню функ-
ції належності, що залежать від параметрів. 
Для кожного випадку застосовано один ме-
тод дефазфікації – синглетонами. Якісні по-
казники функціонування системи дослідже-
но на основі узагальненого інтегрального 
показника якості. Розглянуто випадки трьох 
різних функцій належності. В кожному з цих 
випадків для діапазону значень параметрів 
було обчислено інтегральні показники якос-
ті, максимальне перерегулювання, час вхо-
дження в 5 %-ну зону та час першого досяг-
нення заданого рівня функціонування. До-
слідження показали, що оптимально застосо-
вувати функцію належності L (5)  з парамет-
рами 0,48, 0,5= =a b  адже значення її інте-
грального показника якості є найменшим. 

Проведені розрахунки показують, що за-
стосування підсистеми, налаштованої на 
фільтр Батерворта на початковому етапі фу-

нкціонування системи, дає змогу забезпечи-
ти виграш до 1,44 раза порівняно з налашту-
ванням на біном та 1,05 раза у випадку на-
лаштування лише на стандартну форму Ба-
терворта практично без перерегулювання. 
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